
『電磁気学第２』参考資料 問題解答

【グリーン関数とラプラス方程式・波動方程式】

1. コンデンサーの両端の電圧を vCとすると、回路を流れる電流 iは i = C ˙vCである。そして、コイル

の両端の電圧は Li̇なので、回路系の方程式は

LC
d2vC

dt2
+ RC

dvC

dt
+ vC = vi (1)

となる。そして、グリーン関数の方程式は

LC
d2G

dt2
+ RC

dG

dt
+ G = δ(t) (2)

である。この両辺を Founrier変換して、周波数応答関数の式を求めると

H(ω) =
1

−ω2LC + iωRC + 1
(3)

である。ここで、ω0
2 = 1/(LC)、1/Q = R

√
C/Lとおくと

H(ω) =
ω0

2

−ω2 + iωω0/Q + ω0
2

(4)

と書ける。これを逆変換すると

G(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
H(ω)eiωtdω =

1
2π

∫ ∞

−∞

ω0
2eiωtdω

−ω2 + iωω0/Q + ω0
2

(5)

である。この計算を複素積分で行うと、極の位置は

ω = i
ω0

2Q
± ω′

(
ω′ = ω0

√
1 − 1/(4Q2)

)
(6)

で共に上半面にある。ここで、Q > 1/2とした。積分は t < 0の時は下半面を回る積分で計算し 0と
なる。t > 0では、上半面の回る積分で、両方の極の寄与を拾うと

G(t) =
ω0

2

ω′ exp(−ω0t

2Q
) sin ω′t (7)

である。もし、Q < 1/2のときは、ω′′ = iω′ とすればよい。sin ix = i sinh xだから、

G(t) =
ω0

2

ω′′ exp(−ω0t

2Q
) sinh ω′′t (8)

である。また、Q = 1/2の時は Q → 1/2の極限を取ると

G(t) = ω0
2t exp(−ω0t) (9)

である。いずれにしろ、極は上半面にしかないので、t < 0では G = 0である。

2. 式 (9)をフーリエ変換すると
(iωτ + 1)Vc(ω) = Vi(ω) (10)
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で、Vc(ω) = H(ω)Vi(ω)だから、

H(ω) =
1

1 + iωτ
(11)

となる。ここで、 ∫ ∞

−∞

dvc

dt
e−iωtdt = vce−iωt

∣∣∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
vc

d e−iωt

dt
dt = iωVc(ω) (12)

という関係を用いた。これを逆フーリエ変換すれば、式 (22)が求まる。

3. 球の内部の r′ という点に点電荷 qを置くと、鏡像電荷 q′ = −qa/r′を r′′ = a2r′/r′2の点に置けば境
界条件が満たされる。従って、グリーン関数は

G(r|r′) =
1
4π

(
1

|r − r′| −
a

r′|r − a2r′/r′2|
)

(13)

である。

4. 直交関係を用いて

gn(z′) =
∫ L

0

G(z|z′)un(z)dz

=

√
2
L

(
L − z′

L

∫ z′

0

z sin kn(z)dz + z′
∫ L

z′

L − z

L
sin kn(z)dz

)
=

un(z′)
kn

2
(14)

5. 略

6. 略

7. g(t) = θ(t) sin ωtとすると

dg

dt
= δ(t) sin ωt + ωθ(t) cos ωt = ωθ(t) cos ωt (15)

d2g

dt2
= ωδ(t) cos ωt − ω2θ(t) sin ωt = ωδ(t) − ω2g (16)

よって、
1
ω

(
d2g

dt2
+ ω2g

)
= δ(t) (17)

で、題意を満たす。

8. 前問の結果を用いると ∫ ∞

−∞

eiωt

K2 − (ω/c)2
dω

2π
=

c

K
θ(t) sin(cKt) (18)

である。よって、

G(R, t) =
(

1
2π

)2 ∫ ∞

−∞
KdK

eiKR

iR
c

K
θ(t) sin(cKt)

= − cθ(t)
8π2R

∫ ∞

−∞
dK[eiK(R+ct) − eiK(R−ct)]

= −cθ(t)
4πR

[δ(R + ct) − δ(R − ct)] (19)

となるが、R > 0かつ t > 0なので、結局

G(R, t) =
c

4πR
δ(R − ct) =

1
4πR

δ(t − R/c) (20)

となって、遅延ポテンシャルが得られる。
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9. スカラーポテンシャルの時間微分は

µ0ε0
∂φ

∂t
=

µ0

4π

∫
∂ρ(r′, t − |r − r′|/c)

∂t

1
|r − r′|d

3r′ (21)

で計算できるが、ベクトルポテンシャルの計算は面倒である。まず、遅延グリーン関数の表記に戻

ると
∂Ak

∂xk
=

µ0

4π

∫
dt′
∫

d3r′ik(r′, t)
∂

∂xk

(
δ(t − t′ − |r − r′|/c)

|r − r′|
)

(22)

と書ける。上の式では xk は xk − x′k の形だけで含まれているので、

ik(r′, t)
∂

∂xk

(
δ(t − t′ − |r − r′|/c)

|r − r′|
)

= −ik(r′, t)
∂

∂x′k

(
δ(t − t′ − |r − r′|/c)

|r − r′|
)

= − ∂

∂x′k

(
ik(r′, t)

δ(t − t′ − |r − r′|/c)
|r − r′|

)
+
(

δ(t − t′ − |r − r′|/c)
|r − r′|

)
∂ik(r′, t)

∂x′k (23)

と書き直し、最初の項は表面積分に変換すると 0になるので、後の項だけを計算すると

div A =
µ0

4π

∫
dt′
∫

d3r′ div i(r′, t)
δ(t − t′ − |r − r′|/c)

|r − r′| =
µ0

4π

∫
d3r′

div i(r′, t − |r − r′|/c)
|r − r′| (24)

と書ける。この式と式 (21)、電荷の保存則を用いれば、ローレンツ条件が満たされることが分かる。
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