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【球面調和関数と球ベッセル関数による展開】

1 球面調和関数による多重極展開

静電ポテンシャル
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はRと rのなす角を χとすると |r − R|2 = r2 − 2Rr cosχ+R2で、ルジャンドルの多項式 Pn(x) を用い
ると
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となり、更に、Rと rを球座標で (R,Θ,Φ)と (r, θ, ϕ)で表すと、cosχ = cos θ cos Θ+sin θ sin Θ cos(ϕ−Φ)
であるから、球面調和関数 Yn

m の加法公式、
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を用いて、
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が得られる。この q
(n)
m は、電気 2n重極モーメントを表す。そして、n = 0は全電荷、n = 1は双極子モー

メント、n = 2は 4重極モーメントになる。これらは、直交座標を用いて展開したときのモーメントに相当
している。このような展開は、直交座標を用いるよりも系統的な計算ができる。また、ラプラス－ポアッ

ソン方程式を直接、球座標で、変数分離して解く場合には、必然的にこのような計算に帰着される。

2 ルジャンドル多項式と球面調和関数

n次のルジャンドル多項式 Pn(x)は、ロドリゲスの公式で
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dxn
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で与えられ、
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のような母関数展開が可能である。そして、この多項式には、随伴関数があり、
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があり、
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の解である (m = 0の場合、ルジャンドルの微分方程式となる）。m < 0の場合の定義は、式 (6)を用いれ
ば意味が明白となるだろう [2]。また、
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という直交関係を持つ。ラプラス演算子は
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と書くことができるが、角度部分の演算子に対して、
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が成り立つ。そこで、球面調和関数を
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という正規直交関係を得ることができる。量子力学では、角運動量の 2乗の演算子 �̂ 2と z成分の演算子は

�̂ 2 = −h̄2∆Ω (16)
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となるので、球面調和関数は、この 2つの演算子の同時固有状態である。すなわち
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を満たす。

3 球ベッセル関数による展開

球座標でヘルムホルツ方程式を解く場合に

ψ(r, θ, ϕ) = U(r)Y m
l (θ, ϕ) (20)

とおくと、
1
r

d2(rU)
dr2

+
[
k2 − n(n+ 1)

r2

]
U = 0 (21)

という方程式が得られる。x = krとおけば、
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となる。この解を球ベッセル関数という。球ベッセル関数には独立な解が 2つあり、
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と表される。また、別の解もあり、これは球ハンケル関数と呼ばれ、
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となる。こちらの方は、球面波が広がるか収束するかどちらか一方の波を表す。そして、ヘルベクトルに

対する
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という式は、0次の第 2種球ハンケル関数の
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という展開公式を用いると、
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と書くことができる。kR� 1として、
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という近似式を使うと

Π(n)
ω (r, t) ≈ −i

eiωt

4πε0
kn+1h(2)

n (kr)
2nn!
(2n)!

∫
RnPn(cosχ)P̃ω(R)d3R (33)

で表される。n = 0の場合は、P0(cosχ) = 1 かつ h
(2)
0 (x) = ie−ix/x、n = 1では、P1(cosχ) = cosχ かつ

h
(2)
1 (x) = i(1 + ix)e−ix/x2なので、krの冪級数展開と一致する。しかし、この次の項は一致しない。すな

わち、式 (32)の近似が不十分となるためである。その時は、式 (31)に戻って計算しないといけない。
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