
『変形体の力学』講義資料No.2【弾性体】

1 固体の変形

固体は，外力を加えない状態では一定の形を

保っている．しかし，力を加えると変形する．

力を取り除くと元に戻るような変形は弾性変形

と呼ばれる．この変形の量は，加える力の大き

さに依存する．例として，棒を引っ張って伸ば

す場合を考えよう．力が小さい間は，棒の伸び

は加えた力に比例する．力が大きくなるにした

がって，力の大きさと伸びの関係は非線形にな

る．さらに，大きな力を加えると力を取り除い

ても変形が残るようになる．このような変形を

塑性変形という．もっと，力を大きくすると最

終的には破断する．ここでは，変形が線形弾性

的である範囲で議論することにする．固体を，

弾性変形という観点で議論する場合，弾性体と

呼ぶ．弾性体の性質は，建物や機械を構成する

構造材料の特性として非常に重要である．

2 変形ベクトルと歪みテンソル

弾性体の変形は変形ベクトルという量で表さ

れる．図 1に示すように，変形前に rにあった

構成粒子 Aが，変形により r′ に移動したとす

ると，

r′ = r + u(r, t) (1)

となるようなベクトル uである1．この変形ベ

クトルが分かれば，弾性体の運動が記述できた

ことになるが，物体が形を変えずに一様に運動

する場合でも，変形ベクトルは 0とならないの
で，変形のみを議論するには不十分である．そ

こで，近傍の構成粒子Bとの距離の変化を計算
してみる．Bの座標を r+ δrとすると，変形後

の位置は

r′′ = r + δr + u(r + δr, t) (2)

1この定義では，変形前の座標の関数として考えている
ので，ラグランジュ的な描像で議論をしていることになる
が，固体の変形は非常に小さいので，この差を区別しない
で議論することが多い．

で与えられる．変形前の 2つの点の距離 δsは

δs = |r + δr − r| = |δr| (3)

である．変形後の距離 δs′ は

δs′ = |r′′ − r′|

= |δr + u(r + δr, t) − u(r, t)| (4)

となる．ここで，δr = (δx, δy, δz)とすると

ui(r + δr, t) − ui(r, t) =
∂ui

∂xj
δxj (5)

と近似して計算すると

δs′2 = δxiδxi + 2
∂ui

∂xj
δxiδxj

= δs2 + 2sijδxiδxj (6)

となる．ここで，δs2 = δxiδxi，および，

sij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
(7)

で定義される歪みテンソルを用いた．

図 1: 変形ベクトルと歪み

この計算では ∂ui/∂xjという量を対称な成分

sij と反対称な成分

rij =
1
2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
(8)

にわけ，

∂ui

∂xj
δxiδxj = (sij + rij)δxiδxj

= sijδxiδxj (9)
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という変形を行った（反対称な部分は和をとる

と 0，つまり rijδxiδxj = 0である）．この歪み
テンソル sij が弾性体の変形を表す量であると

考えられる2．

2.1 体積の変化率

式 (1)の関係は，変形前の座標 rと変形後の

座標 r′ の関係を表す．この関係に，ラグラン

ジュの連続の式を用いると

ρ
∂(x′, y′, z′)
∂(x, y, z)

= ρ0 (10)

である．この両辺は質量が等しいことから導か

れた関係なので，体積の変化は

∆V ′

∆V
=
∂(x′, y′, z′)
∂(x, y, z)

(11)

となる．ところで，

∂(x′, y′, z′)
∂(x, y, z)

= Det
[
δij +

∂ui

∂xj

]
≈ 1 +

∂ui

∂xi
= 1 + div u (12)

である（δijはクロネッカーのデルタ，Det[ ]は
行列式を意味する）．ここで，∂ui/∂xj の 1次
までの項を計算した．結局，相対的な体積変化

率は
∆V ′ − ∆V

∆V
= div u (13)

で与えられる．div u = 0を満たすような変形で
は体積変化がないので，密度が一定に保たれる．

3 フックの法則

固体の変形では，微小な変形領域では，働く

力と変形量が比例する．この弾性変形の性質は

フックの法則と呼ばれている．通常，フックの

法則は，ばねの伸び xとばねに働く力 f の関係

として

f = kx (14)
2反対称な成分は，全体が剛体的に回転する運動を表す．

例えば，z 軸の周りに，微小角 δθ だけ回転したとき，Aの
位置は (x − yδθ, y + xδθ, z) に移る．したがって，

u = (−yδθ, xδθ, 0)

であるから，rxy = −ryx = −δθ である．

と表される（−をつけないのは，働く力を基準
にしたためである）．kはばね定数と呼ばれて

いる．これを，弾性体（連続体）の変形にたい

して表現すると応力テンソルと歪みテンソルが

比例するという関係になる．ただし，比例関係

は，テンソルの各成分が比例するわけではなく，

tij = Cijklskl (15)

と新たなテンソル Cijkl を用いて関係付けられ

る．このテンソルは添え字が 4個あり，4階の
テンソルで，弾性率テンソルと呼ばれている．

弾性率テンソルは，弾性体を構成する物質の

構造に関係している．物質によっては，加える

力の向きによって，変形の仕方が異なるような

構造をしている物は世の中にたくさん存在する．

弾性率テンソルは，単純に考えると 34 = 81個
の成分を持つテンソルであるが，応力テンソル

と歪みテンソルが対称なため，iと j，及び kと

lの交換に対して対称ある．このため，{ij}の
組み合わせ（6個）の独立な成分があることに
なり，6× 6 = 36の成分に減る．さらに，弾性
エネルギー（後述）を考えると {ij}と {kl}の
交換にも対称となるので，6 + (36− 6)/2 = 21
個の成分が独立である．さらに，物質の構造に

対称性がある場合，その独立な成分の数は減る．

その中で一番単純な構造は，完全に等方的な

物質であり，この場合の弾性率テンソルは著し

く単純化されて，2つの定数 λと µを用いて

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (16)

で表されることが知られている．この 2つの定
数はラメの弾性定数と呼ばれている．このとき，

フックの法則は

tij = Cijklskl = [λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)]skl

= λδijskk + µ(sij + sji)

= λδijdivu + 2µsij (17)

と表される．

ほとんど全ての金属材料，ガラス材料などは

等方弾性体と考えることが可能であり，応用上

も重要である．ここでは，等方弾性体に限って

議論を進めることにする．
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3.1 等方弾性体の変形に関する方程式

連続体の応力に関するつりあいの方程式は

∂tij
∂xj

+Ki = 0 (18)

である（Kiは体積力の成分）．ここに，式 (7)
と式 (17)を代入すると

∂tij
∂xj

= λ
∂div u
∂xi

+ µ
∂2ui

∂x2
j

+ µ
∂2uj

∂xi∂xj

= µ∆ui + (λ+ µ)
∂div u
∂xi

(19)

であるので，

µ∆u + (λ+ µ)grad divu + K = 0 (20)

というベクトルの方程式が得られる．ここで，

∆はラプラス演算子で

∆ =
∂2

∂x2
j

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(21)

となる．ただし，∆uという演算は，直交座標

系で計算を行う場合のみの形式である．もし，

一般の座標系で計算する場合は

rot rotu = grad div u − ∆u (22)

という直交座標系で成り立つ関係を用いて，∆u

を消去し，

(λ+ 2µ)grad divu− µrot rotu + K = 0 (23)

とすると，任意の座標系で成り立つ表式が得ら

れる．式 (20)や式 (23)は，等方弾性体の変形
ベクトルを決定する方程式である．この方程式

を与えられた境界条件のもとで解けば，等方弾

性体の変形は決定できる．

3.2 境界条件

変形の問題は，境界条件を満たすように解く

必要がある．境界条件は，弾性体の表面におい

て，固定されている条件（固定端）では，変形

ベクトルが 0となる必要がある．また，単位面
積当たりの外力 f̃i が加わる表面では，応力の

法線成分がこれとつりあう，すなわち

tijnj = f̃i (24)

となる．nj はその面の法線ベクトルの成分を

表す．

3.3 弾性変形のエネルギー

ばねの力を受けて運動する物体は，その力の

位置エネルギーとして，

U =
1
2
kx2 (25)

を持つ．これは，ばねの変形によってばねに蓄

えられた弾性エネルギーと解釈される．一般の

弾性体でも変形するとその変形によってエネル

ギーを蓄える．これは歪みエネルギーと呼ばれ

る．歪みエネルギーは，歪みテンソルの関数と

して与えられる．また，場所により歪みが異な

るので，単位体積あたりの歪みエネルギー εel

を用いて

Eel =
∫
V
εeldV (26)

と表せる．このエネルギー密度に対して，εel =
εel(sij)とすれば，歪みが小さいとき sij のべき

級数で展開できるはずで，2次までとれば

εel(sij) = ε0 +
∂εel
∂sij

∣∣∣∣
0

sij +
1
2

∂2εel
∂sij∂skl

∣∣∣∣
0

sijskl

(27)
と表される (|0は sij = 0の値を意味する）．外
力の無い状態では，sij = 0はエネルギーの極
小値を与えるはずなので，

∂εel
∂sij

∣∣∣∣
0

= 0 (28)

である．また，ε0は 0としてよい．したがって，

εel(sij) =
1
2

∂2εel
∂sij∂skl

∣∣∣∣
0

sijskl (29)

と表すことができる．このときは，歪みテンソ

ルを微小量変化させると

δεel =
∂2εel

∂sij∂skl

∣∣∣∣
0

sklδsij (30)

と表すことができる．

実際，ある応力のもとで，変位ベクトルを微

小に変化させる時の仕事を計算してみる．弾性

体内のある点に働く応力は，

fi =
∂tij
∂xj

(31)
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で与えられから，変位ベクトルの微小変化 δui

を与えるために必要な仕事は，

δW =
∫
V
δui

∂tij
∂xj

dV (32)

となる．これを

δui
∂tij
∂xj

=
∂(δuitij)
∂xj

− ∂(δui)
∂xj

tij (33)

と変形して，第 1項は表面積分に変化すると

δW =
∫
S
δuitijnjdS −

∫
V

∂(δui)
∂xj

tijdV (34)

と書ける．ここで，tijが対称テンソルであるこ

とを用いると右辺の第 2項は∫
V

∂(δui)
∂xj

tijdV =
∫
V
δsijtijdV (35)

と歪みテンソルの微小変化量との縮約で表すこ

とができる．右辺の第 1項は，この弾性体の表
面を通して働く外力のする仕事と解釈できる．

左辺は応力のする仕事であるが，たとえば，応

力以外に，単位質量あたりの位置エネルギー Λ
をもつ保存力が働き，応力と釣り合っている場

合を考えると

−ρ ∂Λ
∂xi

+
∂tij
∂xj

= 0 (36)

が成り立つので，この両辺に δuiを掛けて積分

すると

δW =
∫
V
ρ
∂Λ
∂xi

δuidV =
∫
V
ρδΛdV = δU

(37)
と全体のもつ体積力の位置エネルギーの増加 δU

になる．ここで，

δΛ = Λ(r + δu) − Λ(r) =
∂Λ
∂xi

δui (38)

とした．このことを考えると，式 (35)は，弾性
体の内部に蓄えられる歪みエネルギー Eelの変

化量と解釈できる．すなわち，

δEel =
∫
V
tijδsijdV (39)

である．この式と式 (30)を比較すると，

tij =
∂2εel

∂sij∂skl

∣∣∣∣
0

skl (40)

と，応力テンソルと歪みテンソルの線形関係，

すなわち，フックの法則が得られる．そして，

弾性率テンソルは

Cijkl =
∂2εel

∂sij∂skl

∣∣∣∣
0

(41)

という関係で表され，前に述べた {ij}と {kl}
組の交換に対して対称であることが示された．

さらに，フックの法則にしたがうと，弾性体の

歪みエネルギーは単位体積あたり

εel =
1
2
Cijklsijskl (42)

で表されることがわかる．

4 一様変形

ここでは，一様な力の下での弾性体の変形を

考える．弾性体は等方的であるとする．まず，

直方体（辺の長さを a，b，cとする）を考える．

4.1 ヤング率とポアソン比

図 2のように，直方体の対向する面に逆向き
に面内で一様な力 F を加える（向きは法線の方

向を正とするので，正の場合，引っ張りの力に

なる．図の応力は負の状態を表す）．力は z方

向に加えることにする．z方向の変形量を δcと

すれば，szz = −δc/c，sxx = δa/aとなる（δc

は縮む向きを正にとってある）．

図 2: 一様変形
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この状態で釣り合っているので，

∂tij
∂xj

= 0 (43)

となる．さらに，表面で加えられている力と釣

り合う．この条件は

tzz = − F

ab
(44)

で，これ以外の成分は 0という場合に満たされ
る．これと，式 (17)を用いると

txx = λ(sxx + syy + szz) + 2µsxx = 0 (45)

tyy = λ(sxx + syy + szz) + 2µsyy = 0 (46)

tzz = λ(sxx + syy + szz) + 2µszz = − F

ab
(47)

であり，sij の非対角項は 0となる．ここから，
すべての式を加えると

sxx + syy + szz = − F

ab(3λ+ 2µ)
(48)

は，すぐに得られる．そして，

szz = − λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
F

ab
=

λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
tzz

(49)
と

sxx = syy = −tzz
λ

2µ(3λ+ 2µ)
(50)

が得られる．ここで，ヤング率 Y とポアソン

比 σを

tzz = Y szz, sxx = syy = −σszz (51)

と定義すると

Y =
µ(3λ+ 2µ)
λ+ µ

(52)

σ =
λ

2(λ+ µ)
(53)

とラメ定数を用いて表される．ヤング率とポア

ソン比は等方弾性体の独立な弾性定数であり，

ラメ定数よりも用いられる場合が多い．逆に解

けば

λ =
Y σ

(1 + σ)(1 − 2σ)
(54)

µ =
Y

2(1 + σ)
(55)

となる．

図 2の場合，

Y
δc

c
=
F

ab
,
δa

a
= σ

δc

c
(56)

が成り立つ．

注意すべき点は，ポアソン比が 0でない場合，
張力の方向以外にも変形が生じることである．

棒を引っ張ると，長手方向には伸びるがそれと

直角な方向には縮む（σ > 0の時）．

4.2 体積弾性率

一方向からの外力ではなく，等方的な圧力で

変形を起こす場合を考えよう．具体的には弾性

体の 3方向から一様な圧力 pを掛ける場合であ

る．このとき，応力テンソルは

tij = −pδij (57)

で表されるので，

txx = λ(sxx + syy + szz) + 2µsxx = −p (58)

tyy = λ(sxx + syy + szz) + 2µsyy = −p (59)

tzz = λ(sxx + syy + szz) + 2µszz = −p (60)

である．したがって

sxx + syy + szz = − 3p
(3λ+ 2µ)

(61)

である．ところで，sxx + syy + szz = div uは

変形による体積変化率 ∆V/V を表すから，体
積弾性率KV を

KV = − pV

∆V
= − p

div u
(62)

と定義すると，

KV = λ+
2
3
µ =

Y

3(1 − 2σ)
(63)

となる．

4.3 剛性率

今度は面に平行に力を加える．図 3のように
直方体を z軸の方向から見た時，x軸に垂直な
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面には y方向に，y軸に垂直な面には x方向に

力を加える．ただし，全体では，力が釣り合い，

力のモーメントも 0になっているとする．この
ときは，弾性体に発生する応力は txy = tyx 以

外の成分は 0で，

tyx =
Fy

bc
, txy =

Fx

ac
(64)

であり，モーメントの釣り合いから Fxb = Fya

である（txy = tyxと矛盾しない）．したがって，

歪みテンソルは

sxy =
txy

2µ
(65)

となる．この変形は，

ux = αy, uy = βx (66)

とすればよいが，回転が無いという条件を考え

ると ∂ux/∂y = ∂uy/∂x なので，α = β であ

る．このような変形は純粋せん断変形と呼ばれ

て，断面の形が長方形から，平行四辺形に変化

する3．このとき，sxy = αである．変形後の

平行四辺形の角度を π/2± θとすると，θ = 2α
である．この角度が，直方体の変形の量を表す

ので，

G =
txy

θ
=

1
2
txy

sxy
= µ =

Y

2(1 + σ)
(67)

でせん断変形に対する弾性率を定義し，剛性率

と呼ぶ．

図 3: せん断変形

3α = 0 または β = 0 の場合は，単純せん断変形と呼
ばれていて，回転運動を含んでいる．

4.4 ポアソン比の制限

これまで出てきた弾性定数は基本的に独立

な 2つの量の組み合わせでかけるが，Y > 0，
KV > 0，G > 0でなければならない．このた
め，ポアソン比は −1 < σ < 1/2の範囲になけ
ればならない．しかし，普通の物質では σ ≥ 0
であることが知れている．引っ張ると細くなる

のであるが，特殊な物質ではポアソン比が負に

なる物質も見つかっている．

5 棒の曲げ

ここでは，一様な断面をもつ棒の曲げを考え

ることにしよう．棒は一様な断面を持つので，

その幾何学的な中心線を考える．この中心線の

形を与えることで，棒の曲げ変形が与えられる．

5.1 曲げに伴う応力と変形

変形を加える場合，中心線に垂直な断面に働

く力が生じる．これを考える．応力と体積力が

釣り合っている場合は，式 (18)が成り立つ．そ
して，図 4のように 2つの近接した断面（S1と

S2）と棒の側面で囲まれた体積で，式 (18)を
積分すると．∫

∂tij
∂xj

dV = −
∫
KidV (68)

であるが，左辺はガウスの定理で表面積分に書

き換えることができる．さらに，棒の側面は自

由な面なので応力の法線成分が 0となることを
用いて，∫

∂tij
∂xj

dV = −
∫
S1

tijζjdS +
∫
S2

tijζ
′
jdS

= −(F1)i + (F2)i

(69)

と書ける．ここで，ζj は S1 の法線ベクトルの

成分，ζ ′jは S2の法線ベクトルの成分，(Fk)jは

Sk 面に働く力の成分である．いま，断面の位

置を指定するとき基準点から中心線が各断面と

交わる点までの線の長さを sをすると

−Fi(s1) + Fi(s2) = −
∫
KidV (70)
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と書ける．s2 = s1 + dsとすれば

dFi

ds
= −

∫
S1

KidS (71)

となる．もし，体積力が働かないとすると，

dFi

ds
= 0 (72)

と，Fi は一定の値をとる．

図 4: 棒の変形

力のモーメントに関しても，同様な計算を行

う．式 (18)に εklixlを掛け lと iに関して縮約

し，体積で積分すると，ガウスの法則と応力テ

ンソルの対称性から

εkli

∫
xl
∂tij
∂xj

dV

= εkli

(
−

∫
S1

xltijζjdS +
∫
S2

xltijζ
′
jdS

)
= −εkli

∫
xlKidV

(73)

である．ここで，積分の原点を S1 と中心線が

交わる点とすると，S1 面での応力のモーメン

トは

Nk(s) = εkli

∫
S1

xltijζjdS (74)

と表される．このとき，S1と S2 の中心を結ぶ

ベクトルが S1 面の法線ベクトル（同時にこれ

は中正線の接線ベクトルである）を用いると，

元の変数 xlと S2上の変数 x′lは xl = x′l + ζlds
と表されるから，

εkli

∫
S2

xltijζ
′
jdS

= εkli

∫
S2

(x′l + ζlds)tijζ ′jdS

= εkliζlFi(s+ ds)ds+Nk(s+ ds)

(75)

となる．したがって，

dNk

ds
+ εkliζlFi = −εkli

∫
xlKidS (76)

体積力が働かない場合は，

dNk

ds
+ εkliζlFi = 0 (77)

である．この式を sで微分すると，

d2Nk

ds2
+ εkli

dζl
ds
Fi = 0 (78)

となる．ここで，式 (72)を用いて，Fi に関す

る微分は 0とした．
与えられ条件のもとで，上記の方程式を解く

ことにより棒の変形を求めることができる．

5.2 単純な曲げ

棒の長手方向に一様な引っ張りや圧縮が無い

場合，棒は曲げることで，断面内に応力が発生

するが，その主要な成分は曲げに伴う棒の伸縮

である．棒の長手方向を x，とし，棒の断面の

座標を y と z とする．棒の曲げは x–y 面内で
考えることにする．このとき，棒の断面を考え

ると，伸縮のない点が存在する．この点は棒に

沿って線状に存在するので，中正線と呼ばれる4．

棒の曲げは中正線の形によって与えることがで

きる．いま，中正線の形状は，局所的に円周で

近似できる（図 5）．この円周の半径を Rとし

よう．そしてこの円の中心から中心角 δθ の扇

形を考える．棒がこの扇形で切り取られる部分

の応力を考えよう．この領域での中正線の長さ

は ` = Rδθ である．棒の断面内で円の中心方

向への座標を y とし，円周上の点を y = 0 と
する．このとき棒の長手方向に沿っての長さは

`+ δ` = (R− y)δθとなる．したがって，歪み
に直せば

sxx =
δ`

`
= − y

R
(79)

である．ヤング率を用いれば，応力が計算できて

txx = Y sxx = −Y y
R

(80)

4この場合では，z方向への曲げを考えていないので，中
正線ではなく，中正面として存在する．
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である．この式によって，棒の断面内に働く力

がきまる．この力を面全体で積分すると，

Fx = −Y
R

∫
ydydz (81)

であるが，中正線の定義より Fx = 0となるよ
うな位置を原点とするべきである．これは，中

正線の y座標は，面の幾何学的重心になること

を表している5．したがって，単純な曲げの場

合の中正線は，棒の中心線に一致する．

図 5: 棒の単純な曲げ

次に，断面に働く応力のモーメントを計算す

る．このモーメントは z成分だけが存在し

Nz = −
∫
txxydydz =

Y

R

∫
y2dydz (82)

となる．右辺の積分

Iy =
∫
y2dydz (83)

は棒の断面の形状で決まり，断面二次モーメン

トと呼ばれている．

棒の断面が矩形（y方向に h，z方向にw）の

場合，断面二次モーメントは

Iy = w

∫ h/2

−h/2

ydy =
wh3

12
(84)

である．

今，中心線が y = ξ(x)で与えられていると
すると

1
R

=
1

[1 + ξ′(x)2]3/2

d2ξ

dx2
(85)

5z 方向の変位が無いので，重心を通り z 軸に平行な線
上でいつも伸縮応力がない．

と表される（下に凸の場合を正にとる）．ここで，

ξ′(x) =
dξ
dx

(86)

である．

また，Fiが 0でない場合には，棒の曲がりは
単純な曲げとは異なるが，中心線の曲率半径R

を考えれば，曲げのモーメントは式 (82)が成
り立つと考えてよい．その理由は，Fiの断面に

平行な成分はモーメントを持たないし，垂直な

成分は，中心線を基準にモーメントを考えると

断面内で一様な成分は寄与がなくなるからであ

る．この関係を，式 (77)や式 (78)に代入し，ξ
の満たす方程式を求める．

5.3 微小変形

棒の曲げは，与えられた条件のもとで ξ(x)
を求めることに帰着される．棒の場合には，応

力や歪みが微小でも，大きな変形が生じる．こ

の大変形をきちんと扱うことは議論が難しい

が，ここでは微小変形の領域を扱う，その場合，

|ξ′| � 1の条件が満たされるので

1
R

=
d2ξ

dx2
(87)

と簡素化される．体積力は無視しよう．また，

中心線の接線ベクトルは

ζ = (1, ξ′, 0)/
√

1 + (ξ′)2 = (1, ξ′, 0) (88)

と考えてよいので，

IyY
d3ξ

dx3
+ Fy − dξ

dx
Fx = 0 (89)

となる．

まず，Fx = 0の場合

IyY
d3ξ

dx3
+ Fy = 0 (90)

を考えよう．この式はすぐに積分できる．

ξ(x) = −Fyx
3

6Y Iy
+ a+ bx+ cx2 (91)

となる．a，b，cは積分定数であり，境界条件

から決まる．
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もし，y方向に一様な重力が加わっている場

合には（g を重力加速度とする），棒の断面積

を S，密度を ρとして，

dFy

dx
= Sρg (92)

と式 (90)を連立して解く．重力の場合，棒の断
面内で一様なので曲げモーメントは 0なので，
式 (76)の右辺は 0である．

Fy = Sρgx− d (93)

なので，

ξ(x) = −Sρgx
4

24Y Iy
+ a+ bx+ cx2 + dx3/6 (94)

5.4 支持法と境界条件

棒の変形を解く場合の境界条件は，棒の支持

法による．図 6に示すように固定支持では，棒
の端の位置と角度を固定してしまう．通常は，

変形の無い時の棒の方向に固定するので，

ξ = 0,
dξ
dx

= 0 (95)

である．また，単純支持と呼ばれる方法では，

棒の位置だけを固定し，角度は自由に支持する．

この場合，力のモーメントが 0になるので，

ξ = 0,
d2ξ

dx2
= 0 (96)

となる．また，自由端の場合は，モーメントが

0であり，応力も 0であるから，

d2ξ

dx2
= 0,

d3ξ

dx3
= 0 (97)

である．もし，自由端に y 方向の力 F が棒に

加わっているばあいは，式 (90)の関係を満たす
ように，

d2ξ

dx2
= 0,

d3ξ

dx3
= − F

Y Iy
(98)

とならなければならない．

式 (91)の解に対して，x = 0で固定支持，x =
Lで力 F が加わる自由端とすれば，a = b = 0，
c = FL/(2Y Iy)であるから，

ξ(x) =
Fx2

6Y Iy
(3L− x) (99)

図 6: 棒の支持方法．(a) 固定支持，(b) 単純
支持．

となる．この時の x = Lでの変位量HF は

HF =
FL3

3Y Iy
(100)

となる．

また，式 (94)の解に対して，x = 0 で固定
支持，x = L で自由端とすれば，a = b = 0，
d = SρgL/(Y Iy), c = −SρgL2/(4Y Iy)である
から，

ξ(x) = −Sρgx
2

24Y Iy
(x2 − 4Lx+ 6L2) (101)

であり，x = Lでの変位量Hg は

Hg = −SρgL
4

8Y Iy
(102)

となる．

このように，片方の端を固定支持し，もう片

方を自由端にした物を片持ち梁という．式 (84)
を用いると，端に応力を加えた場合のたわみの

量HF は厚さ hの 3乗に反比例するが，自重で
のたわみ量Hg は hの 2乗に反比例する．

5.5 座屈

次は，x方向に応力がかかっている場合を考

えよう．解くべき方程式は

IyY
d3ξ

dx3
− dξ

dx
Fx = 0 (103)
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である．この式は一度積分できる．

IyY
d2ξ

dx2
− Fxξ = c (104)

である（cは任意定数）．ここで，Fx > 0の場
合（張力），解は κ =

√
Fx/(Y Iy)とすると

ξ(x) = A coshκx+B sinhκx+ C (105)

となる．x = 0で固定支持，ｘ = Lで応力のか

かった自由端とすると

ξ(0) = A+ C = 0, ξ′(0) = κB = 0 (106)

より B = 0，また，

ξ′′(L) = κ2A coshκL = 0 (107)

であるが，coshκL 6= 0なのでA = 0 = Cであ

り，全て 0になってしまう．
では，Fx < 0の場合を考える．このときは，

k =
√
|Fx|/(Y Iy)をもちいて，

ξ(x) = A cos kx+B sin kx+ C (108)

となる．前の例と同様に x = 0 で固定支持，
x = Lで応力のかかった自由端とすると

ξ(0) = A+ C = 0, ξ′(0) = kB = 0 (109)

より B = 0，また，

ξ′′(L) = −k2A cos kL = 0 (110)

であるが，この場合には，

k =
(2n+ 1)π

2L
(n = 0, 1, 2, . . . ) (111)

の時，A 6= 0の解が存在する（図 7）．これは，
棒の長手方向の応力（圧縮力）がある値に達す

ると，ξ = 0以外の解が存在すること，つまり
棒が曲がる可能性があることを示す．このよう

に，方程式のパラーメータによって解が 2つ以
上になりうる現象を解の分岐という．棒の場合，

臨界を越えると曲がった方が安定になる．この

現象を座屈という．座屈が起きる臨界の力は

Fc =
π2Y Iy
4L2

(112)

図 7: 座屈．固定支持–自由支持の場合．

である．

実際には，Fx < −Fc の場合には，大きな変

形が起きて，この微小変形の近似の領域をはず

れるため，離散的な条件を満たさないでも棒の

変形が起きる．また，臨界圧縮力は棒の支持方

法に依存する．両端を単純支持の場合

Fc =
π2Y Iy
L2

(113)

となる．

6 弾性振動

これまでは，弾性体の変形の釣り合いを考え

てきた．ここからは，時間変化する場合を考え

よう．基本の式は

ρ
Dvi

Dt
=
∂tij
∂xj

+Ki (114)

であるが，弾性変形の場合，歪みが小さいので

Dvi

Dt
=
∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
≈ ∂vi

∂t
=
∂2ui

∂t2
(115)

と考えてよい．等方弾性体を仮定すると，運動

方程式は

ρ
∂2u
∂t2

= µ∆u + (λ+ µ)grad div u + K (116)

となる．

6.1 無限媒質中の平面波

まず，無限に広がる媒質中を伝わる変化を考

える．今，変化は u = u(t, x)と，xにしか依
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存しないと仮定する．また，体積力は働かない

とする．このとき ux の方程式は

ρ
∂2ux

∂t2
= µ

∂2ux

∂x2
+ (λ+ µ)

∂2ux

∂x2
(117)

であり，yと z成分に関しては

ρ
∂2uα

∂t2
= µ

∂2uα

∂x2
(118)

となる．ここで，αは yか zを意味する．これ

らの方程式は

∂2U

∂t2
= c2

∂2U

∂x2
(119)

の形に表すことができて，波動方程式と呼ばれ

る．式 (119)の一般解は波動現象を表し，

U(t, x) = f(x− ct) + g(x+ ct) (120)

で与えられることが知られている．ここで，c

は波の伝わる速さを表す．また，この波動は，x

が一定の平面内で振動の状態が同じであるので

平面波と呼ばれる（または 1次元の波動）．
等方弾性体の場合，x方向に波が伝わること

を仮定して議論したが，uxとそれ以外では，波

の速さが異なる．uxは，波の進行方向に変位が

存在するので縦波と呼ばれ，uy と uz は，進行

方向と振動方向が直交しているので横波と呼ば

れる．縦波の伝わる速度は

cl =

√
λ+ 2µ
ρ

=

√
Y (1 − σ)

ρ(1 + σ)(1 − 2σ)
(121)

であるが，横波は

ct =
√
µ

ρ
=

√
Y

2ρ(1 + σ)
(122)

である．−1 < σ < 1/2なので，cl > ctとなる．

地震が起きた時，縦波（P波）の方が横波（S
波）より早く到達すると言われるのは，この性

質の現れである．

6.2 一般の波動

縦波と横波の概念をもう少し一般的に扱うこ

とにする．そこで，変位ベクトルを

u = ul + ut (123)

のように 2つの部分に分ける．ここで，2つの
ベクトルは

rotul = 0, div ut = 0 (124)

を満たす．これを式 (116)に代入すると，

∂2ut

∂t2
− c2t∆ut +

∂2ul

∂t2
− c2l ∆ul = 0 (125)

となる．ここで，ul に対しては

grad divu = rot rotu + ∆u (126)

の公式を用いた．ここで，

Ut =
∂2ut

∂t2
− c2t∆ut (127)

Ul =
∂2ul

∂t2
− c2l ∆ul (128)

とすれば，

Ut + Ul = 0 (129)

が常に成り立つが，定義から

rotUl = 0, div Ut = 0 (130)

である．また，式 (129)から，

rotUt = 0, div Ul = 0 (131)

である．あるベクトルの回転も発散も恒等的に

0ならば，そのベクトルは定数ベクトルであり，
境界条件を無限遠で 0になるように決めると，
0ベクトルになる．すなわち，Ut = Ul = 0と
なる．このことから，

∂2ut

∂t2
= c2t∆ut (132)

∂2ul

∂t2
= c2l ∆ul (133)

という 2つの波動方程式が得られる．このulが

縦波成分，utが横波成分を表している．この定

義は，前節で議論した平面波を含む一般的な縦

波と横波の定義である．

6.3 棒の縦振動

ここでは，一様な棒の縦振動（長手方向の振

動）を扱う．この変形は，一様な伸縮で議論し
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たのと同様な議論が成り立つとしてみよう．長

手方向を x軸にとる．このとき，

txx = Y
∂ux

∂x
，tyy = tzz = txy = tyz = tzx = 0

(134)
であるとする．このとき，運動方程式は，uxに

関して

ρ
∂2ux

∂t2
=
∂txx

∂x
= Y

∂2ux

∂x2
(135)

が得られる．この式から，棒の縦振動波の速さは

cb =

√
Y

ρ
(136)

で与えられることが分かる．この値は，純粋な

縦波や横波の速さとは異なる．これは，ポアソ

ン比が 0でない場合，

∂uy

∂y
=
∂uz

∂z
= −σ∂ux

∂x
(137)

によって，横方向の変位が生じるためである．

実際，uy と uz に対しての運動方程式は

ρ
∂2uy

∂t2
= ρ

∂2uz

∂t2
= 0 (138)

となるが，式 (137)とは矛盾する．したがって，
静的な場合には成り立つ，式 (134)の条件は厳
密には満たされない．ただ，この横方向の変位

の大きさは棒の長さを L，径をDとすれば，

uy

ux
=
uz

ux
≈ σ

D

L
(139)

となる．したがって，長さに比べて十分細い棒

ならば，横方向の変位の影響は無視できるので，

一様変形の条件が近似的に成り立つと考える．

式 (135)の解を，ux(t, x) = sin(ωt+ φ)f(x)
と正弦振動を仮定して求めてみる．これを式

(135)に代入し f の満たす方程式にすれば

−ω
2

c2b
f =

d2f

dx2
(140)

なので，k = ω/cb とすれば，

f(x) = A cos kx+B sin kx (141)

である．境界条件は端面で応力の法線成分が0な
ので，txx = 0である．この条件は txx ∝ df/dx

なので，x = 0と x = Lで df/dx = 0であれ
ばよい．x = 0での条件から B = 0，x = Lで

の条件からA sin kL = 0である．A = 0はもち
ろん解であるが，意味のない解であり，A 6= 0
の解を捜す必要がある．このときは，

k =
nπ

L
(n = 1, 2, . . . ) (142)

という離散化された値だけが許される．この k

から振動数もきまり，

ωn =
nπ

L
cb (143)

というとびとびの値が実現する．この振動数を

固有振動数，この振動数を与えると決まる波の

形を固有モードという．実際に，棒を自由に振

動できるようにして，縦振動が起きるように力

を加えると，この固有モードで振動が起きる．

方程式が線形のため，一般解はこの固有モード

の振動の重ね合わせで表される．

6.4 棒の曲げ振動

棒の曲げ振動に関しても，釣り合いの条件で

議論した，式 (72)と式 (77)を用いる．振動で
は微小変形の場合で議論すれば十分であるので，

力の方向は y 方向のみで，d/ds = ∂/∂xとす

る．釣り合いの場合と異なるところは，せん断

力の方程式が

∂Fy

∂x
= Sρ

∂2ξ

∂t2
(144)

と運動方程式に置き換わる点である（Sは棒の

断面積）．モーメントの変化の式

Y Iy
∂3ξ

∂x3
+ Fy = 0 (145)

には，振動の効果は現れない（慣性力によるモー

メントの影響は高次の効果となる）．この２つ

の式から，

Y Iy
∂4ξ

∂x4
= −Sρ∂

2ξ

∂t2
(146)

という方程式が得られる．これが，棒の曲げ振

動を表す方程式である．この方程式は，普通の

波動方程式とは異なり，xの 4階微分を含む．
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棒の縦振動の時と同様にして，正弦振動をす

る固有モードを見つけてみよう．そこで，ξ(t, x) =
sin(ωt + φ)X(x)とおくと，g の満たすべき方
程式は，

Y Iy
d4X

dx4
= ω2SρX (147)

である．そこで，

ω2 =
Y Iy
Sρ

k4 (148)

とすると

d4X

dx4
− k4X = 0 (149)

である．この線形方程式は 4つの独立解の線形
結合で表すことができるが，g = expαtとおい
て代入すると，α4 = k4 である．したがって，

α = ±k, ±ikが解であるが，実数で表現すると

X(x) =A cos kx+B sin kx

+ C cosh kx+D sinh kx
(150)

となる．

境界条件を考えよう．x = 0で固定支持，x =
Lで自由端とする場合（片持ち梁の振動）を考

える．X(0) = X ′(0) = 0 から，A + C = 0，
B+D = 0である．また，X ′′(L) = X ′′′(L) = 0
から，

−k2[A(cos kL+ cosh kL)

+B(sin kL+ sinh kL)] = 0 (151)

−k3[ −A(sin kL− sinh kL)

+B(cos kL+ cosh kL)] = 0 (152)

が得られるが，A = B = 0以外の解が得られ
るためには，

(cos kL+ cosh kL)(cos kL+ cosh kL)

+ (sin kL+ sinh kL)(sin kL− sinh kL) = 0

(153)

でなければならない．整理すると

cos kL cosh kL+ 1 = 0 (154)

である．この方程式から kが決まり，式 (148)
から，固有振動数が決まる．式 (154)の解は数

値計算で解く．最小の解は kL = 1.8751 · · · で
ある．

また，両端とも固定支持の場合は，

cos kL cosh kL− 1 = 0 (155)

となる．この場合の最小の解は kL = 4.7300 · · ·
である．

7 内部摩擦・粘弾性・擬弾性

これまでの変形では，応力と歪みが完全に比

例している場合を議論した．この場合，エネル

ギーは保存される．しかし，実際の変形ではエ

ネルギーの散逸を伴う．このような性質は，内

部摩擦と呼ばれる．内部摩擦には，応力を加え

て歪みを増大させた後で，応力を減らして変形

を元に戻すときの変化の状態が異なる（ヒステ

リシスを持つ）ことで発生する損失と時間変化

する応力と歪みに位相差が生じることで発生す

る損失の 2つに大別できる．前者は，準静的な
変化でも損失が生じ静的ヒステリシス損失と呼

ばれ，後者は動的な変化におけるヒステリシス

によって生じるので，動的ヒステリシス損失と

呼ばれる．前者は，線形の現象ではなく，その

振る舞いは非常に複雑である．後者は，線形の

系でも非線形の系でも生じる．線形の系は，純

粋な弾性変形する要素と粘性抵抗を示す要素の

組み合わせで表現できる．このような性質を粘

弾性という．また，動的ヒステリシス損失には，

応力と歪みの関係が，応力の時間微分を含むよ

うな関係で表される場合もあり，擬弾性と呼ば

れている．ここでは，線形領域の議論で扱える

範囲の動的ヒステリシスについて義論する．

7.1 複素コンプライアンスと複素弾性
率

線形領域では，正弦波に対する応答を見るこ

とが，系の性質を知る一番簡単な方法である．

ここでは，単純化のため，歪みも応力も一つの

方向に限り，単純化することにする．いま，応

力を

σ(t) = σ0 cosωt (156)
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で与える6．このとき，歪みは

s(t) = s0 cos(ωt− δ) (157)

と異なる位相の正弦振動となる．また，s0と σ0

は比例するので

s0 = A(ω)σ0 (158)

と書ける．もちろん，δも ωの関数である．こ

の関係は，

σ(t) = σ0Re[exp iωt] (159)

s(t) = σ0Re[J̃(ω) exp iωt] (160)

と複素表現を用いて表すことができる．この

とき，

J̃(ω) = A(ω) exp[−iδ(ω)] (161)

となる．この J̃ は複素コンプライアンスと呼ば

れている．また，この逆数 1/J̃ = κ̃は弾性率で

あり，複素弾性率と呼ばれる．例えば，一様な

伸縮の場合，ヤング率を用いて σ = Y sと表す

ことができるが，これを

σ(t) = Re[Ỹ (ω)s0 exp(iωt)] (162)

のように正弦振動する場合の関係として表すこ

とができて，Ỹ は複素ヤング率となる．

この複素弾性率は，物質の性質に依存する量

である．

7.2 クリープコプライアンス

前節で述べた複素コンプライアンスは，正弦

波に対する弾性体の応答を表す（周波数応答関

数）である．この性質は，時間領域では過渡応

答として表れる．この弾性体のインパルス応答

関数を J(t)とすれば，歪みは

s(t) =
∫ t

−∞
J(t− t′)σ(t′)dt′ (163)

6ここでは，応力を表すのに t を用いると時間変数と紛
らわしいので，σ で表す．ポアソン比ではない．

で表すことができる．このインパルス応答関数

と複素コンプライアンスは線形定常な系では

J(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
J̃(ω) exp(iωt)dω (164)

と逆フーリエ変換で表すことができる．実験で

は，インパルスではなくステップ応答を測定す

る場合が多い．このとき，σ(t) = σ0h(t)で与
える．ここで，h(t)は単位階段関数で

h(t) =

{
1 t ≥ 0
0 t < 0

(165)

である．

これを与えると

s(t) = σ0

∫ t

0

J(t− t′)dt′

= σ0

∫ t

0

J(t′)dt′ = σ0Jc(t)
(166)

が得られる．この Jc をクリープコンプライア

ンスという．もし，応答が瞬間的に起きるなら

ば，J(t) = δ(t)/k というデルタ関数になるの
で，Jc = h(t)/kと歪みは階段関数になるが，例
えば，応答が指数関数で減衰する場合，J(t) =
γ exp(−γt)h(t)/k で表されるとすると，

Jc(t) = [1 − exp(−γt)]h(t)/k (167)

とゆっくり歪が生じる．このような効果を弾性

余効という．

7.3 マックスウエルモデルとフォーク
トモデル

粘弾性の性質を議論する場合，弾性体を図 8
に示す理想的なばねとダッシュポット（ダンパー

ともいい）の組み合わせでモデル化する．ダッ

シュポットとは，粘性を表現する要素で両端の

速度差に比例する力が生じるものである．

この組み合わせの代表的なものは，図 9 の
マックスウエルモデルとフォークトモデルであ

る．マックスウエルモデルは，ばねとダッシュ

ポットを直列につないだもので，ばねの片方は

固定されているとする．このとき，力を加える
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図 8: ばね (a)とダッシュポット (b)．

図 9: マックスウエルモデル (a)とフォークト
モデル (b)．

点の変位を x，ばねとダッシュポットの結節点

の変位を yとすれば，

f = Γ(ẋ− ẏ) = ky (168)

が成り立つ．これらの式から yを消去すると

f = Γ(ẋ− ḟ/k) (169)

となる．この関係から，複素コンプライアンス

を求めると，

J̃ =
1
k

+
1

iωΓ
(170)

であり，インパルス応答関数を求めると

J(t) =
1
2π

∫ (
1
k

+
1

iωΓ

)
eiωtdω

=
1
k
δ(t) +

1
Γ
h(t)

(171)

となる．この計算では，J が因果律を満たす

（t < 0 で J = 0）ように，ω = 0 点の極を
避けた．したがって，クリープコンプライアン

スは，

Jc(t) =
∫ t

0

J(t)dt =
(

1
k

+
t

Γ

)
h(t) (172)

となり，瞬間的に変位が起きる成分と時間と共

に一様に変位する成分からなる．マックスウエ

ルモデルは，弾性体よりは粘性流体のモデルと

して用いられる．

ばねとダッシュポットを並列につないだモデ

ルはフォークトモデルと呼ばれる．この時の方

程式は

f = kx+ Γẋ (173)

であり，複素コンプライアンスは

J̃ =
1

k + iωΓ
(174)

であり，インパルス応答関数を求めると

J(t) =
1
2π

∫
1

k + iωΓ
eiωtdω

=
1
Γ

exp(−kt/Γ)h(t)
(175)

と指数関数になり，クリープコンプライアンス

は，

Jc(t) =
1 − exp(−kt/Γ)

k
h(t) (176)

と，時間が経過すると一定値に近づく．

実際の粘弾性の性質は，ばねとダッシュポッ

トを複数接続することで近似的に表すことがで

きる．このときは，全体を一つの複素ばねとし

て，その合成された複素ばね定数は，ばねの要

素は ki，ダッシュポットは iωΓi とし，並列の

場合は和を，直列の場合は逆数の和の逆数を計

算すればよい．例として，図 10に示す 3要素
モデルというマックスウエルモデルとフォーク

トモデルの中間のようなモデルを作ると，その

合成複素ばね定数は

k̃ = k0 +
1

1/k1 + 1/(iωΓ1)

= k0 +
iωΓ1k1

k1 + iωΓ1

(177)

となる．ここから，複素コンプライアンスを計

算すると

J̃ = 1/k̃ =
k1 + iωΓ1

k0k1 + iωΓ1(k0 + k1)
(178)

となる．この虚部を見ると

J ′′(ω) =
ωΓ1k

2
1

(k0k1)2 + ω2Γ2
1(k0 + k1)2

(179)
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図 10: 3要素モデル．

となり，ω = k0k1/[(k0+k1)Γ1] = 1/τでピーク
を持つことである．また，インパルス応答では，

J(t) =
δ(t)

k0 + k1
+

k1

(k0 + k1)k0τ
exp(−t/τ)h(t)

(180)

7.4 内部摩擦

位相差 δが存在すると，応力と歪みが比例し

ていないため，応力は歪みに対して振動周期で

平均しても仕事を行う．これは，振動のエネル

ギーが散逸することを表している．この量を計

算しよう．弾性体の単位体積あたりで考え，応

力が歪みに対して行う仕事は

δw = σδs (181)

であるから，1周期で考えると

∆w =
∫ 2π/ω

0

σ(t)
ds(t)
dt

dt

= −
∫ 2π/ω

0

σ0 cosωtωs0 sin(ωt− δ)dt

= πσ0s0 sin δ

(182)

このとき，弾性体に蓄えられるエネルギーは

e =
1
2
Re[σ̃∗s̃] =

s0σ0

2
cos δ (183)

である7．そこで，減衰能（内部摩擦）を

Ξ =
∆w
2e

= π tan δ (184)

と呼ぶ．tan δ は損失を表す指標としてよく用
いられる．

7e = s0σ0/2 で定義する流儀もある．

内部摩擦が存在すると，弾性体の固有振動は，

外力がない自由振動の場合，正弦振動ではなく，

減衰振動をする．ある固有モードの歪みの振動

振幅が

s(t) = s0 exp(−γt) cos(ωt+ φ) (185)

で表される場合，隣り合った振動振幅の比の対

数を対数減衰率∆といい，

∆ = log
s[(2nπ − φ)/ω]

s[(2(n− 1)π − φ)/ω]
= 2γπ/ω

(186)
で表される．また，振動のエネルギーは

E ∝ 1
2
s2 =

1
2
s20 exp(−2γt) (187)

であるので，1周期でのエネルギーの減少は

∆E =
1
2
s20 exp(−2γt)[1 − exp(−4γπ/ω)]

(188)
である．したがって，内部摩擦は

Ξ =
∆E
2E

=
1 − exp(−4γπ/ω)

2
≈ 2γπ/ω = ∆

(189)
である．

A 棒の曲げ：大変形の場合

細いピアノ線などの変形は局所的な応力や歪

は小さいが，変形量は大きなものになる．この

大きな変形を扱う場合には，曲率半径などに厳

密な式を用いる必要がある．そこで，まず，中

心線の xにおける接線と x軸のなす角を φと

する．このとき

tanφ = ξ′(x) (190)

であり，また，接線ベクトルは

ζ = (cosφ, sinφ, 0) (191)

で表される．式 (190)の両辺を xで微分すると

1
cos2 φ

dφ
dx

=
d2ξ

dx2
(192)
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また，曲線の長さds =
√

1 + ξ′(x)2dxと cosφ =√
1/(1 + tan2 φ) =

√
1/[1 + ξ′(x)2] を利用す

ると

dφ
ds

=
1

[1 + ξ′(x)2]3/2

d2ξ

dx2
=

1
R

(193)

となる．この関係を式 (82)と式 (78)に代入す
ると

Y Iy
d2φ

ds2
+ cosφFy − sinφFx = 0 (194)

が得られる．このような扱いをオイラーのエラ

スチカ理論という．

座屈を扱ったときのように，Fx = −F (F >

0)，Fy = 0とすれば，

d2φ

ds2
= − sinφF (195)

と単振り子の運動方程式と同じ方程式が得られ

る．両辺に dφ/dsをかけて積分すると

Y Iy
2

(
dφ
ds

)2

− cosφF = c (196)

が得られる．境界条件として，s = 0の端を固
定支持とすると，s = 0 で φ = 0 である．ま
た，s = Lで自由端とすると，dφ/ds = 0であ
る（曲率半径は無限大になる）．s = Lに対応

する角度を φ0 とすると c = −F cosφ0 となる．

これにしたがって

s =

√
Y Iy
2F

∫ φ

0

dφ√
cosφ− cosφ0

(197)

となる．この積分は初等関数では表せない．ま

た，φ0 は

L =

√
Y Iy
2F

∫ φ0

0

dφ√
cosφ− cosφ0

(198)

で決まる．変形が微小な場合，φ < φ0 � 1の
時には，

cosφ = 1 − φ2/2 + φ4/24 (199)

と近似し，η = φ/φ0 とすれば，√
F

Y Iy
L =

∫ 1

0

dη√
(1 − η2)[1 − φ0

2(1 + η2)/12]
(200)

となる．右辺は，

1√
(1 − η2)[1 − φ0

2(1 + η2)/12]

=
1√

(1 − η2)
[1 + φ0

2(1 + η2)/24]
(201)

と近似し，さらに，η = sin θとすると√
F

Y Iy
L =

∫ π/2

0

dθ[1 + φ0
2(1 + sin2 θ)/24]

=
π

2

(
1 +

φ0
2

16

)
(202)

という関係となる．式 (112)の臨界圧縮力を用
いると √

F

Fc
= 1 +

φ0
2

16
(203)

である．したがって，F > Fc でなければ解が

存在しないことがわかる．実際の曲線の形は，

cosφ = dx/ds，sinφ = dy/ds という関係を
用い，

x =
∫ φ

0

cosφ
ds
dφ

dφ

=

√
Y Iy
2F

∫ φ

0

cosφdφ√
cosφ− cosφ0

(204)

y =
∫ φ

0

sinφ
ds
dφ

dφ

=

√
Y Iy
2F

∫ φ

0

sinφdφ√
cosφ− cosφ0

=

√
2Y Iy
F

(
√

1 − cosφ0 −
√

cosφ− cosφ0)

(205)

となる．端の点の横方向の変位はH = y(φ0)で
与えられるが，

H =

√
2Y Iy
F

√
1 − cosφ0 (206)

であり，微小変形の範囲では

H =

√
Y Iy
F

φ0 =
8L
π

√
Fc

F

√√
F

Fc
− 1 (207)

で与えられる．

一般の場合には，数値積分して解を求めるこ

とが可能である．
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B 棒のねじれ

次は，一様な棒のねじれを考える．長さLの棒

を z軸が中心軸と一致するように置く．z = 0で
は変位がなく，z = Lでは，Θ回転しているとす
る．ある z一定の面内での回転角は，θ = Θz/L
で与えられ，その面内では剛体的な回転による

変位ベクトルが存在する．すなわち，

ux = −θy = −yzΘ
L

(208)

uy = θx =
xzΘ
L

(209)

である．さらに，ねじれでは体積変化を伴わな

いと考えられるので，

div u =
∂uz

∂z
= 0 (210)

である．ここで，式 (208)と式 (209)を用いた．
したがって，uzは xと yだけの関数である．上

記の変位ベクトルからひずみテンソルの成分を

計算すると

sxx = syy = szz = 0, sxy = 0 (211)

であり，

szx =
1
2

(
∂uz

∂x
− yΘ

L

)
(212)

szy =
1
2

(
∂uz

∂y
+
xΘ
L

)
(213)

である．したがって，応力テンソルに関しても

txx = tyy = tzz = 0, txy = 0 (214)

であり，

tzx = µ

(
∂uz

∂x
− yΘ

L

)
(215)

tzy = µ

(
∂uz

∂y
+
xΘ
L

)
(216)

である．応力の釣り合いの方程式に代入すると，

∂2uz

∂x2
+
∂2uz

∂y2
= 0 (217)

である．この条件から，uz は，2次元の調和関
数であることが分かる．あとは，境界条件を満

たすように uzを決めればよい．ところで，2次

元の調和関数は，η = x+ iyを引数とする複素
解析関数 f(η)の実部または虚部の関数によっ
て表される．そこで，f(η) = φ+ iψと置き，

uz =
Θ
L
φ (218)

とすれば，

tzx = µ
Θ
L

(
∂φ

∂x
− y

)
(219)

tzy = µ
Θ
L

(
∂φ

∂y
+ x

)
(220)

となる．また，解析関数の性質である，コーシー・

リーマンの関係

∂φ

∂x
=
∂ψ

∂y
,
∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x
(221)

を用いると

tzx = µ
Θ
L

(
∂ψ

∂y
− y

)
tzy = µ

Θ
L

(
−∂ψ
∂x

+ x

) (222)

と書ける．そこで，χ = ψ/2 − (x2 + y2)/4と
すれば，

tzx = 2µ
Θ
L

∂χ

∂y

tzy = −2µ
Θ
L

∂χ

∂x

(223)

と表すことができ，また，

∂2χ

∂x2
+
∂2χ

∂y2
= −1 (224)

を満たす．

境界条件は，棒の表面の法線ベクトルを n =
(nx, ny, 0)とすると，

tzxnx + tzyny = 0 (225)

であるが，z一定の面で切った時の断面の周囲

を表す曲線を (x(s), y(s))で表すと，法線ベク
トルとこの曲線の接線ベクトル (dx/ds, dy/ds)
は直交するので，

nx =
dy
ds
, ny = −dx

ds
(226)
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と表すことができる．式 (225)に，式 (223)と
式 (226)を代入すると，

∂χ

∂y

dy
ds

+
∂χ

∂x

dx
ds

=
dχ
ds

= 0 (227)

となることが分かる．つまり，χは，領域内で

式 (224)を満たし，境界線上で一定の値を持つ
関数である．このχを見つけることができれば，

棒の捻れの問題は解けたことになる．

一番簡単な例は，円形断面の場合である．こ

のときは

χ = −1
4
(x2 + y2) + c (228)

とすればよい（cは定数）．この式から，ψ = 2c
であり，φ = aという定数なので，uz も定数で

ある．したがって，z方向には一様な平行移動

であるから，uz = 0と同じことになる．では，
楕円の場合はどうか，楕円の軸が x軸と y軸上

にあり，それぞれ，2aと 2bであるとする．こ
の場合，

χ = A(x2 − y2) − 1
4
(x2 + y2) + c (229)

と置いて，境界で一定値をとるようにAを決め

る．境界上の点は，x = a cosϕ，y = b sinϕと，
パラメータ ϕを用いて表すことが可能である．

これを式 (229)に代入すると，

χ =A(x2 − y2) − (x2 + y2)/4 + c

=A(a2 cos2 ϕ− b2 sin2 ϕ)

− (a2 cos2 ϕ+ b2 sinϕ)/4 + c

=[A(a2 + b2) − (a2 − b2)/4] cos2 ϕ

− (A+ 1/4)b2 + c

(230)

であるから，

A =
a2 − b2

4(a2 + b2)
(231)

とすればよいことがわかる．このとき，

ψ = 2A(x2 − y2) = 2AIm[iη2] (232)

なので，

φ = 2ARe[iη2] = −4Axy (233)

である．したがって，

uz = −Θ
L

a2 − b2

a2 + b2
xy (234)

となるので，断面内の z方向の変位は一様では

ない．等変位を表す線は直交双曲線となる．

B.1 面内応力によるモーメント

断面内で応力のモーメントを計算すると，

Nz =
∫

(−ytzx + xtyz)dS (235)

で与えられる．χを用いると

Nz = −2µ
Θ
L

∫
(y
∂χ

∂y
+ x

∂χ

∂x
)dS (236)

であるが，部分積分すれば∫
y
∂χ

∂y
dS = −

∮
χydx−

∫
χdS (237)∫

x
∂χ

∂x
dS =

∮
χxdy −

∫
χdS (238)

となる8．2つの式で線積分の前の符号が異なる
のは，境界上での周回積分の回る向きを同じ向

きにとっているからである．境界上では χが定

数であることを用いると

−
∮
χydx =

∮
χxdy = χ0S (239)

である．ここで，χ0は境界上の値，Sは棒の断

面積である．これを用いると，

Nz = −2µ
Θ
L

[∮
(−yχdx+ xχdy) − 2

∫
χdS

]
= 4µ

Θ
L

(∫
χdS − χ0S

)
(240)

で与えられる．ここで，境界条件として χ0 = 0
を課せば，

Nz = 4µ
Θ
L

∫
χdS (241)

となる．この力のモーメントと単位長さ当たり

の回転角 Θ/Lの比を捻れ剛性と呼び，

C = 4µ
∫
χdS (242)

8棒の断面は単連結であるとする．穴のあいている場合
は考えない．
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で表す．半径 aの円形の棒の場合，

C = 2πµ
∫ a

0

(a2 − r2)rdr = πµa4/2 (243)

である．
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